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Przykład 4
Bank oferuje lokatę terminową z kwartalną kapitalizacją odsetek i roczną, stałą stopą procentową równą 5,2%. Jaki kapitał należy zainwestować, aby po trzech latach otrzymać 5000 zł.
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Przykład 6
Pewna firma wzięła w banku kredyt w wysokości 100 000 zł. Kredyt ma być spłacony w czterech równych ratach, drugim, trzecim i czwartym kwartale. Oprocentowanie kredytu wynosi 20% w skali roku. Obliczamy wysokość  raty i łączną wartość zapłaconych odsetek.
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Wartość odsetek jest równa:
  5000 + 3750 + 2500 + 1250 = 12 500 zł

Zauważ, że  spłacając kredyt w systemie rat malejących, firma zapłaci mniejsze odsetki niż spłacając ten sam kredyt w systemie rat równych (porównaj 
przykład 6)
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Przyjmujac oznaczenia jak w ostatnim twierdzeniu, otrzymujemy:
K=5000 r=0052 m=4 n=3
Szukamy kwoty K.
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Wystarczy zainwestowaé 4283 z1.

Prayidad 5
Pewna firma sprzedaje zestawy kina domowego za gotéwke po 9500 ztlub na raty,
w caterech ratach patnych co trzy miesiace po 2500  (pierwsza rata po trzech
miesigcach od daty zakupu). Pan Nowicki w chwili podiecia decyzji o zakupie ta-
Kiego zestawu ma na koncie 9500 zi. W banku stale oprocentowanie wynosi 1206
wskali roku, kapitalizacja odsetek jest kwartalna. aka forma zakupu - za gotéwke
czy na raty - jest korzystniejsza dia pana Nowickiego?
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Jesli pan Nowicki dokonatby zakupu za gotéwke, to musiatby wydaé wszystkie pie-
niadze bedace na koncie. Obliczymy teraz, jaka kwote na koncie musiatby mie¢ pan
Nowicki (w chwili podecia decyzji o zakupie zestawu kina domowego), aby méc
splacié cztery kwartalne raty.
Aby zaptaci pierwsza rate, pan Nowicki musi mieé na koncie w chwili zakupu
2500 0
(1+0,03)

(Poréwnaj z ostatnim przyktadem. Taka kwote nalezy zainwestowaé na kwartat,
aby po doliczeniu odsetek (3% = %-12%] otrzymaé 2500 z1).

Cheae zaptacié druga rate (po kolejnych trzech miesiacach), pan Nowicki musi mie¢
na koncie (w chwili zakupu) dodatkowo
2500
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Tak wigc, aby kupié zestaw kina domowego na raty, pan Nowicki powinien mieé na
koncie w chwili zakupu
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Warto$é powyzsze] sumy mozemy wyznaczyé, stosujac Wzor na sume wyrazéw
ciagu geometrycznego lub obliczy¢ przyblizone wartosci kazdego ze sktadnikéw.
Wéwezas otrzymamy 9292,75 z4.

Korzystniejsza forma zakupu jest wiec zakup ratalny. Przy kupnie za gotéwke, pan
Nowicki musiatby wydat wszystkie pieniadze bedace na koncie.

Okazuje sie, ze przy zakupie ratalnym po sptacie czterech rat panu Nowickiemu
zostatoby na koncie ok. 232 zk (sprébuj to obliczy¢).
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(Oznaczmy warto$c raty kredytu przez K. Kazda rata sktada sig z czgsci kredytu i od-
setek od tej czesci kredytu. Obliczymy, jaka cze$é kredytu zawieraja kolejne raty
sptacane przez firme.

Pierwsza rata sptacona zostanie po pierwszym kwartale. Zatem do czeéci kredytu

sptaconej w pierwszej racie odsetki beda naliczane tylko przez jeden kwartat

% .20% ) Tak wige w pierwszej racie czeé¢ kredytu stanowi

wwysokosci 5%(
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_Ke
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Druga rata splacona zostanie po dwéch kwartatach. Stad do czgsci kredytu splaco-
nej w drugiej racie odsetki beda naliczane przez dwa kwartaty (przy czym kapitali-
zowane beda dwukrotnie - po pierwszym i po drugim kwartale). Tak wigc w drugiej
racie czeSé kredytu stanowi

AT K

1 +0,05F
Podobnie bedzie w przypadku trzeciej i czwartej raty. Suma czterech czesci kredytu
jest oczywicie rowna wartosci calego kredytu. Otrzymujemy wiec réwnanie

Ky o Ko o Ky g Ko o500l
1+0,05) (1+0,05 (1+0,05F (1+0,05)"

; ! 1 1 1
K + + + =100 000
‘[(1 +0,05) " (1+0,057 (1+0,05)° (1+0,05)" ]





image12.jpeg
Sume w nawiasie obliczamy podobnie jak w przykladzie 5. Nastepnie wyznaczamy
Ky. Otrzymujemy:

Kex28201,19 ()
Firma splaci cztery takie raty, czyli

4-28201,19 =112 804,76 (zf)
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W tef kwocie odsetki stanowia 12 804,76 21,

Prykdad 7.
Pewna firma wzigla w banku kredyt w wysokoscl 100 000 21, Kredyt ma byé
sptacony w czterech ratach malejacych, po pierwszym, drugim, trzecim i czwartym
Kwartale, Oprocentowanie kredytu wynosi 20% w skali roku. Obliczymy wysokosé
katdej raty | laczna wartoé¢ zaplaconych odsetek.
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Kazda rata sktada sigz i— czgécei kredytu, czyli 25 000 zt oraz 5% (: . ZO%J odse-

tek od niesptaconej czgéci kredytu. Mamy wigc:
Irata 25000+ 5% - 100 000 = 25 000 + 5000 =30 000 (zF)
llrata 25000+ 5% - 75 000 = 25 000 + 3750 = 28 750 (24)
Nirata 25000+ 5%- 50 000 =25 000+ 2500 =27 500 (1)
IVrata 25000+ 5%- 25000 =25 000 + 1250 = 26 250 (1)
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Sprawdi, czy rozumiesz

1. Zokazji 10. urodzin Kasi dziadkowie zalozyli lokate w banku, wplacajac 5000 2L
Bank stosuje pétroczng kapitalizacig odsetek przy rocznej stopie procentowej
4% Jaka kwote otrzyma Kasia z chwilg osiagniccia wieku 18 lat?

2. Pan Maciej zaloiy! trzyletnia lokate, wplacajac do banku 10 000 zk. Bank sto-
suje kwartalna kapitalizacjg odsetek przy rocznej stopie procentowej 8%.

Oblicz, jaka kwotg otrzyma pan Maciej po trzech latach.

3. Pani Marta wplacita pewn kwotg na trzyletnig lokate, ktrej roczne oprocen-
towanie wynosilo 5%. Kapitalizacja odsetek nastgpowata po kazdym roku
oszczedzania. Wiedzac, 2e po trzech latach pani Marta miata na koncie
23152,50 2}, oblicz, jaka kwote wplacita pani Marta na tg lokate.
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Lokaty pieniezne i kredyty bankowe

W tym temacie oméwimy zagadnienia zwigzane z oprocentowaniem lokat pie-
nigznych i kredytéw. Istnieja dwa sposoby oprocentowania lokat pienigznych: pro-
cent prosty i procent skiadany.

Procent prosty to rodzaj oprocentowania polegajacy na tym, e odsetki doliczane
do ziozonego wkiadu nie podiegaia dalszemu oprocentowani

Procent skiadany to rodzaj oprocentowania polegajacy na tym, ze odsetki dolicza-
ne dozlozonego wkiadu dolicza sig do lokaty i oprocentowuje w nastpnym okresie.
Doliczanie odsetek do lokaty nazywa sie kapitalizacjq odsetek, a czas, po kt6rym
dolicza si¢ odsetki - okresem kapitalizacji.

Praykiad 1.

‘W banku zalozono lokate w wysokosci 10 000 21, Roczna stopa procentowa jest
r6wna 6%, oprocentowanie jest proste. Oprocentowanie naliczane jest po kazdym
roku trwania lokaty. e pieniedzy wyptaci bank po wygasnieciu lokaty, jesli lokata
zostata zalozona na

a) rok

b) dwa lata

©) pieélat?

Zakladamy, 7e przez caly okres trwania lokaty oprocentowanie nie zmieni sie.
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Ad a) Po roku odsetki od wkiadu beda réwne
6% 10000 = 600 (2d),
zatem bank wyptaci kwote
10000 + 6% - 10 000 = 10 000(1 + 0,06) = 10 600 (zk)

Ad'b) Odsetki po kazdym roku - przy oprocentowaniu prostym - 53 takie same, za-
tem po drugim roku rowniez beda wynosié 600 71, wiec po dwéch latach bank
‘wyplaci

10000 +2 6% - 10 000 = 10 000(1 +2 - 0,06) = 11 200 (zk)

Ad ¢) tatwo stwierdzi, ze po pieciu latach bank wyplaci
10000+ 5 - 6% - 10 000 = 10 000(1 + 5 - 0,06) = 13 000 (z1)

Jesli prayjmiemy nastepujace oznaczenia:
Ko - poczatkowa wartos¢ kapitatu
P~ oprocentowanie (proste) w jednym okresie rozliczeniowym
- liczba okres6w rozliczeniowych
K. -wartos¢ kapitatu po n okresach rozliczeniowych,
towbwezas

K.=Ko(1+n-p)
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UWAGA: Jesli bank bylby zobowiazany do odliczenia podatiu - np. w wysokosci
18% - od dochod6w kapitalowych, wéwezas wyplacitby tylko 829 odsetek. I tak na
pryklad po pieciu latach bank zamiast 13 tysiecy wyplacitby

10000 +5 - 6% - 10 000 - 82% = 10 000(1 + 5 0,06 - 0,82) = 12 460 (z})

Eopldad 2.

W banku zatozono lokate w wysokosci 10 000 zi. Roczna stopa procentowa jest
réwna 6%, oprocentowanie jest zlozone (skladane). Ka cja odsetek nastepuje

po kazdym roku. lle pieniedzy wyplaci bank po wygasnigciu lokaty, jesli lokata
zostata zalozona na:

a) rok

b) dwalata

©) pigélat?

Zakladamy, e przez caly okres trwania lokaty oprocentowanie nie zmieni sig.

Ada) Po roku odsetki od wkiadu beda réwne
6% 10000 = 600 (zk),

zatem bank wyplaci kwotg
10000 + 69% - 10000 = 10 000(1 + 0,06) = 10 600 ()

Adb) W drugim roku kwota, od ktreliczony jest procent, wynosi 10 600 zt. Mamy
zatem

10000-(1 +0,06) +10000- (1 +0,06)-0,06 =
e e— T e—
T

=10000- (1+0,06)(1+0,06) =
=10000- (1 +0,06)* = 11236 (z1)
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Ad ¢) Postepujac podobnie jak w punkcie b), otrzymamy, ze po plgciu latach bank
wyplaci
10000 (1+0,06)° = 13 382,26 (z))

UWAGA: Jesli bank bylby zobowiazany do odliczenia podatku - np. w wysokosci

18% - od dochodéw kapitatowych, wéwczas po kazdym okresie kapitalizaci do-
liczalby do oprocentowywanej kwoty tylko 829% odsetek I tak na przykiad po pigeiu
latach bank zamiast 13 382,26 2t wyplacitby

10000 - (1+0,06- 0,82)° = 12 714,27 (2f)

Epkdad 3.
W banku zatozono lokate w wysokosci 10 000 zI. Roczna stopa procentowa jest
réwna 6%, oprocentowanie jest zozone. Kapitalizacja odsetek nastgpuje co mie-

siac. lle pienigdzy wyplaci bank po wygasnigciu lokaty, jeslilokata zostata zalozona
na dwa lata?
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Kapitalizacja odbywa sig co miesiac, wigc co miesigc kwota oprocentowywana
warasta o

1
127 6%=05%

Po plerwszym miesigcu na koncie bedzie
10000 (1+0,005) (z)
Po drugim miesigeu
10000 (1+0,005)? (zf)
W ciagu dwéch lat odsetki beda kapitalizowane 24 razy. Zatem po dwéich latach
bank wyplaci
10000 (1 + 0,005 ~ 11 271,60 (2l)

Zauwat, ze - przy takie] samej rocznej stopie procentowe] - na wysokos¢ odsetek
‘wplywa sposéb oprocentowania i czestos¢ kapitalizacii odsetek. Im diuiszy jest
czas trwania inwestycji, tym bardziej widoczne s rénice.

W tabeli ponizej przedstawiony zostat zysk, jaki mozna otrzyma, inwestujac
10 000 2t na 6% w skali roku, przy miesiecznej kapitalizacji odsetek, w zaleznosci
od rodzaju oprocentowania i czasu trwania inwestycji (pominieto podatek od do-
choddw kapitatowych, kwoty podane sz dokladnoéela do petnych ziotiwek).
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Czas trwania inwestycji
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| skladany

Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.

Jesli zainwestujemy kwotg Ko na okres nlat, na procent skladany, przy rocznej sto-
pie procentowej r oraz m réwnych okresach kapitalizacj w ciagu roku, to po tym
czasie otrzymamy kwotg K, gdzie

o)

Jesli dodatkowo potracony bedzie podatek p-procentowy od dochodéw kapita-
Howyeh, to

i k)

W kolejnych przykladach pominiemy podatek od dochodéw kapitatowych.




